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Статья является продолжением статьи “Распределение двумі ф Ла Лр четырехмерном евклидовом пространстве” и посвящена 

геометрической интерпретации аналитических отображений ’ Ф“* 2 2 и доказательству существования этих отображений. 


1. Геометрические свойства отображений и 


Ф„ 


В статье л. V ~"ны геометрические свойства 
отображений ° р и Аг Подробно эти свойства были 
выявлены в случае <х=1. Геометрические же свойства 
этих отображений при а=2 псф'чаю — из геометри- 
ческих свойств г и А" формальной 

заменой индексов ^ 0 \н, ичным образом 

поступим и для отображений и (см. определе- 
ние 2.1 и [1, (2.7)]). 

В соответствгф э у т — ждениями 1 и 2 в [1, п. 
2] отображения г и А" обладают, в частности, 
теми же і ф лі лг свойствами, что и отоб- 
ражения Г’Фг 2 ^ 2 ( см . определение 2.1 и 
[1, (2.6)]). Однако ф~тж кте выясним другие свойс- 

тва отображений и А* ' 

Л| 

1.1. Основные прямые в 2 

Ѣ _ /Л" *- 

Аі _ /к л- у 1.1. Прямая ѵ ’ в плоскости 
Л : - ’ : "'типа [1, (1.4)], проходящая через точку 

е ’ называете ф лі ” лг мой, если ее лЦразы 

2 в плоскости 2 типа 


е Е, 


при отображениях 1 ' < ^ >| ‘ 2 
[1, (1.6)] ортогональны. 

Те<лі ма 1.1. Через каждую точку = в плос- 
кости 2 проходят в общем случае не более четырех 
основных прямых в смысле определения 1.1. 

)= Аі сазательство. Из [ 1 , (2. 1-2.2)] следует, что прямая 
е 2 будет осиной прямой тогда и только тогда, 


когда вели и, ™ч 


лтгш гг рттзгѵп а тт \/пя 


оиР^ИЯМ! 


Ь^Ах^х^О, х а = О, 
(а І ,а 2 ,а 3 ,а 4 = 1,2), 


( 1 . 1 ) 


іетрические по всем индексам величины 
а і“ 2 “з“< определяются по формулам: 

Кч = -А 3 Аі - А 4 А 4 ■ ь 2222 = АА 3 2 + КК’ 

Бці2 = А 3 (А 3 2 - А 3 )- А 3 (К + А 3 )+ 

+А 4 (А 4 2-А 4 )-А 4 (А 4 +А 4 ) 

ь 2221 = А 3 (А 3 2 - А 3 )+ А 3 (А 3 + А 3 , ) + ( 1 ,2) 

+ Аг (Аг _ Аі )+ А 4 (А 4 + А 4 )’ 

Ьи22 = АА 3 2 - А 3 А> + А 4 А 4 - А 4 А 4 .- 

Из (1.1) с учетом (1.2) вытекает справедливость 
теоремы 1.1. 

1.2. Канонизация ортонормального репера К 

Для упрощения дальнейших геометрических и 
ческих рассуждений проведем в каждой точке 


АеЕ 


такую канонизацию ортонормального репера 


К, при которой 


А 3 2 =о, А 4 = о, 


(К + Д 3 2 К + (А 4 , - К Ж * 0. (1.3) 

Из дифференциальных уунег'Ц' [1, (1.5)] убеж- 
даемся в том, что 1-формы 0>| и 0>і являются глав- 
ными: 


со? = А-Ю>з =А 3 > ! . 


(1.4) 


Поэтому в соответствии с [2] канонизация орто- 
нормального репера К. типа (1.3) существует. Из (1.1) 
и (1.2) в силу (1.3) сле;^ 2 _ ^указанной канони- 
зации репера К пр; !_ ч ’ 2 7 является основной 
1, = (А,е, ) г 2 

прямой, а прямая ѵ 7 в •' является образом 
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I 2 Е . Т> _ іТ 2 

прямой 1 при отображении 1 ‘ 2 7 ' п "'і этом 

из раса "у’рения исключается случай 2221 _ ’ когда 

прямая 11 является двойной основной прямой. 


Имеют место следующие теоремі 
Теорема 1.2. Р"™ ""ображения 


" \->іі Ісего заметим ’ 4X0 распределение 
24 ' ’ в Е 4 , о котором идет речь в [1, п. 1], 

представ^. ) собой четырехпараметр"р~ское много- 
образие 2 4 двумерных плос™'’'”^ 1 2 ’ проходящих 


Г, ,ф, :Ц— »Ь 2 через соответствующие точки 


V 


являются гармоническими 
то основные прямые в плос- 


(Г Т 1г ,ф, -> ф |г ), 

кости 2 ’ проходящие через точку А, состоят из двух 
пар ортогональных прямых, сопряженных относительно 
друг друга. 

Доказательство. Из (1.1) и (1.2) в силу (1 24 и 
п [2.6)] получаем, что в случае отображений 1г г 


(р,г основными прямыми в точке А плоскости Гг 
1і = (А,е 1 ^ 1 4 = (А,е 2 ^ ІГ = (А,е, +е 2 ^, 


являют. 


что и доказывает настоящую теорі^. ^ ^ ^ ^ ^ 


Теорема 


А е Е, 


Г I 2 

И и 1 


и отображение 
является отображением 


Га(Фіа )> 


каждой точ 

то прямые ‘‘ и ‘ А являются основным!* прямыми, две 
другие основы ѵ пр^уые в плоскости 2 сопряжены 
относительно Аі и Аі ’ т.е. составляет вместе с ними 
гармоническую четверку. 

Доказательство этой теоремы вытекает из 

(1 Н -> Га ° А* = А* = К = К = °> 

А 3 +А 3 . =-А>о (1 =>' 3) 

х‘х 2 ІК - А 4 , Ух 1 У + (А\ + АІ Ух 2 ) 5 Ѵо ; 

ф -Хйа^А^Ар А 4 3 = А 4 1=°. (!- 5 ) 

А 3 і = АУ АІ - А* = - 2 А 3 2 * о (1 5' 3) 


х 1 х 2 {л 4 , - Аз X х 1 У + ( А 4 , + Аз Х х ^}=°- 


.3. Случай 


Га ГІФіа 


Определение 2.1. Многообразием 2 ' 4 ' і ’ 2; 
а - фиксировано) на.— „'"л 
которого отображение а ^ { л 7 

является отображением ' Аналогично 

0пре Ѵ'Г(Г)оГ а ^, 

Ѵ з!Г (фоО^Ф* ^ф*. 

Ѵ гГ(ф*)°Фа^Фаа> 

Ѵ з!Г (Г-ФоХ^А^Ы % ->4^, 

Ѵ з!Г (Г. Фк)°Г, ->Г*а> Фо, 4 Фа.а > 

Ѵ 7 О Г ->Гк.ф ^ фа ’ Г ^Га.Фз ^Фа- 

Заметим, что геометрические свойства многоо'брі^ 
зий, о которых идет речь в определении 2.1, см. (2.1), 
изучены в п. 1 и в [1, п. 3]. В частности, в соот ѵ і а твии 


4 Д“ 4 : А Ь“ (а = 1,2) 


)бразия 24 рас- 


с теоремой а а 
пределения 

Из (2.1) следует, что многообразие ѵ 2 4 является 
частным случаем всех многообразий, о которых идет 


V 


іа в определении 2.1. Поэтому, если многообразие 


( 1 . 6 ) 


При построении канонического ортонормального 
12 "чпа (1 .3) из рассмотреніу І '”'" , эчается случай 
ь и ф| » ’ когда в каждой точке € 4 отображенія 
1 ті <Р; являются одновременно отображениями ’ 1а и 
'І’ 13 ’ Из [1, (2.7)] следует, что рассматриваемый случай 
характеризуется соотношениями: 

А 3 1 =Аз=АІ = -А 4 =а, 

А 4 =А 4 =-А^ = А,]=Ь. 

Из (1.1-1. 3) с учетом (1.5), (1.6) и [1, п. 3.2] вытекает 
справедливость следующей теоремы. ^ ( ІІ — > I 2 

Теорема I. 2 * с " ттіт отображения |,(р1 ‘ 1 2 в 

каждой точке е 4 является одновременно отоб- 
ражениями ' а ’ <Ріа ’ то выполняются следующие 
свойства: 

^ 12 Т 2 

1) коника 2 2 являеті ТТч ; цен- 

А е Е г =х/( а ' + Ь‘ ) 

тром в точке 4 и радиуса ѵ 4 

2) основные прямы" ~ плоскости 2 не определе- 
ны, т.е. любая прямая в Гг> проходящая через точку А, 
является основной прямой. 

( і отображений «г’Ф.иг’Ги И 

Фсха V* — 


24 существует, то все остальные многообразия 2.1 
также существуют. у і а 

Теорема 2.1. Многообразие 2 4 в Е 4 существует 
и определяется с произволом двух функций четырех 
аргументов. у і а 

Доказательство существования многообразия 2 4 
проведем методом Кэлера [3]. 

В соответствии с определением 2у і а 2.1), (1.7) 
и [1, (2.7)] заключаем, что многообразие 2,4 характе- 
ризуется конечными соотношениями: 

Ап “ А 12 = Аг ~ - Аі ~ а > 

А 12 = А 21 = -А 22 = Аі = 6; 

А 43 = А 34 = А^ = — А 33 = а , 

А 2 4 = а 2 3 = -а« = <=6*. 

Из дифференциальных уравнений [1, (1.5)] с уче- 
том (2.2) получаются дифференциау ^ а .раг"°ния, 
которым удовлетворяют величины ’ ’ и ^ : (2.2) 


сіа - Ь (2м 2 — со 4 )= а, м‘ , 
сІЬ + а (2м, 2 — м 4 )= Ь ] м 1 , 
сіа ‘ -Ь ’ (2м 4 - м 2 )= а.(о ‘ , 

<іЬ * + а' (2м 4 - ш 2 )= Ь7м' , 

где явный вид величин, стоящих при ю ’ для нас 
несущественный. 

Дифференциальные уравнения (2.3) позволяют 

провести следующую канонизацию ортонормаль(&й) 

репера К: , . . 

а = 0, а = О, Ь Ф О, Ь * 0. 

Тогда из (2.3) получаются дифференциальные 
уравнения типа (1.4), где 
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А 2 

1Ё2а . 1 «А 


ѵ 

II 

«I 

4 

?1 


А 4 

1 Г 1 « . 2 «А 

(2.4) 

3' 

и 

і 

і 

4 
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а значит в соответствии с [2] канонизация ортонор- 
мального репера К типа (2.4) существует. Из [1, (1.5)] 
У іа гтом (2. 2-2. 5) и (1.4) следует, что многообразие 
24 характеризуется в терминах построенз^-тВ 
канонического репера К. дифференциальными урав- 
нениями: 

3 4 1 1 1* 3 

С 0 і = со 2 =Ьсо -Ь со , 
го 4 — —ю* = Ь со 2 + Ь*ю 4 , 

2 А 2 І 4 А 4 і 

оз, = Д, оз , оэ : , = Л,, оэ . 


Продолжение первых двух дифференциальных 
уравнений в (2.6) приводит к дифференциальным 
уравнениям: 

сПз =Ь,ю‘ , (1Ъ* =Ь*оз‘ , 

( 2 . 6 ) 

где ѵ ’ 


Ьі= а 2 ,Ь 2 =-а„ Ь 3 =-а 4 , Ь 4 =а 3 , 

ь; = а 3 * , ь; = а* , ь; = а ;, ь; = -а 3 \ 


причем величины а > и а ‘ в силу (2.3) и (2.4) опреде- 
ляются по формулам 

а і =(А 3 1-2А]>,а і *=(А=-2А 3 1>*. (17) 

Заметим также, что при продолжении указанных 
дифференциальных уравнений возникают следукунц^ 
конечные соотношения: 

а 3 = аГ , Ь 2 - а 4 + Ь * 2 - а 2 =0. 


Замыкание дифференциальных уравнений (2.7) 
и (2.6) приводит к четырем квадратичным внешним 
уравнениям вида: (2.9) 

(сПз, - Ь к Д )л оз 1 = 0, ((1Ь* - Ь(о( )л со 1 = 0, 

(ад 2 - Д;Ц' -С 2 , оз 1 )а оз 1 = 0, 

(4 Д 4 , - А 4 к Ц - С з 4 , оз 1 у оз 1 = 0, (2.10) 


где 

С 4 , = -С 2 ( , С,^ = 0, С 2 12 =2Ь 2 , С, 2 13 = 0, 

С 2 14 =2ЬЬ*, С 2 23 =2ЬЬ*, С 2 24 = 0, С 2 34 = -2Ь* 2 . 


тана 


Из квадратичных уравнений (2. 1 1 ) по лемме Кар- 
получаются дифференциальные уравнени^ ц) 


4Ъ, -Ъ к сс( = Ъ,. оз 1 , 4Ъ*-Ъ к Д 


= Ъ,*оо' 


ІА 2 -Д к Д-С 2 ,оз‘ = Аі,сД 
Щ -Д>(-С 3 >‘ =Аз,і ю 1 , 


где 

Ь [ч] = °’ Ь [ч] = °’ = °’^] = °- 
Поскольку ортонормальный репер К. канонический, 

=А ( У,0 *к). 

8 Положим 

ад 2 =д>‘,ад 4 = д 4 , ©‘ , 

тогда из (2.12) с учетом (2.14) и (2.15) получаем: 


» 2 


А", - Ащ + Д 3 к А( +с 2 „ , Д|..] - 0, 


* 4 


А 2 , = Аз, + А 4 к А|: +С 4 . , Аз[|і] = 0. (2.12) 

Дифференцируя конечные соотношения (2.10) и 
пользуясь при этом соотношениями (2.7) и (2.9), с 
учетом (2.16) получаем следующие конечные соотно- 


шения: 


где 


а зі = а ц > 2Ь Ъ і - а 4і + 2ЬТэ* -а 2 . =0, ( 2 .13) 


а _р /А 4 _г) А2 ѴР /А 4 _ 9 А2\ 

•ф “ I З 'ф ^ ,'ф и з' ^ 1 1 р 

а._|3./А24 аА4 У Р*М2 1 А4 X (2.14) 

іф — I ,іф ь 3 >ф )~г ф I ,і — аз 3 < I 

Заметим, что соотношения (2.16) получены из 
внешних квадратичных дифференциальных уравійнйі 
(2.11) после подстановки в них соотношений (2.15). 

Учитывая соотношения (2.13), (2.16) и (2.17), полу- 
чаем число N независимых параметров наиболее общего 
элемента, которое равно (2.16) 

N = 4-10-8=32. 

Г 1- -,-— - уретральную цепь по формам базиса 
СО СО (О ОЗ . 

•- -> Пользуясь соотношениями (2.12), 

Ё, (оз 2 = оз 2 = к> 4 =0^ Ё, (со’ =оз 4 = 0), Ё 3 (со 1 (20^) 

Е ' опред р = 14, р 2 = 10, р 3 = б, р 4 = 2. шно 

Поэтому число Картана равно 

<3 =г, +г 2 + 1 ^ +г 4 =14+ 10 + 6+ 2 = 32. 

Таким образом, с учетом (2.18) имеем N = 3. Это 
означает, что система дифференциальных уравн(у Д 
(2.7) и (2. 12) в иволюции, а поэтому многообраз:" 74 
в Е 4 существует и определяется с произволом 4 - 
функций четырех аргументов. Теорема 2.1 дока ді 
дз ~амечание 2.1. Поскольку и определения 2 4 и 
2 4 в случае у и гообразия 2 - 4 в Е 4 голоном^ьУД 
многообразие , 2 - 4 Т 4 расслаивается на двумерные 
зер ^2 эсти 2 и - с касательными плоскостями 
2 и 2 в точке А, соответственно. 

Замечание 2.2. Из (2.6-2 81 к силу [1, (1.1)] следует, 

у Іа 

что в случае многообразия 24 с ѵше откуют два голо- 
Л,,-А_*у 2 — = (А-Е і ,Е, ^ 

н '«2 ,2 ,1 _ _ ь_ 

Дг,4 : А^Ьг = ЁА. е„. б. \і_ И ?. Д е і — 7Т е з > 

_ _ Ь_ _ _ Ь’_ _ _ 1з'_ 

^2 — е 2 + , » е 4’ ^3 е 3 , е 1» е 4 — е 4 ,*!' 

Ь Іэ Ь при 

Ц Ц 

этом плоскости - и - изменяются пагаллельно са- 


мим себе вдоль , і граль , 2 ривых 

ра 
А. 


оз;' =0, со 4 = 0 


распределения ^ : - 4 или ^ 2 - 4 ’ описываемых точкой 
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